81

Limite et continuité d’unefonction
Limitesfinies

Soit une fonction f et Ds son domaine de définition.

Définition 1 :  Ondit quele nombre réel xo est un point adhérent de Ds si Vn>0, IxeDs et X Xo
tel que|x - Xo|<n (< Xo-Mn <X <Xo+m).
Le nombre xo est dit isolé s'il n’est pas adhérent de Dy .

remarques : - tout nombre xo € ]a,b[ est adhérent de ]a,b[. Les nombres a et b sont aussi adhérents de Ja,b].
- S Xo Dy, aors xo peut étre adhérent ou non : 3 est adhérent de [1,3[V]3,7[ (7 aussi ) ;
mais 3 n'est pas adhérent de ]-«,2] ;
- 8§ Dt =]-0,2] W{4}, dors 4 est un point isolé du Dr (non adhérent de Dr ).
Définition 2:  Soit une fonction f , un nombre xo adhérent de Ds et un nombreréel € .
On dit que lafonction f admet lalimite € pour x tendant vers Xo SSi
Ve>0, 36>0tel que | X - Xo[<d = | f(X) - € |<c .
Onnote lim f(x)=¢.

X—Xg
exemple: Fonction constante : f(x)=c limc =c
X—Xq
En effet, Ve>0,36>0tel que 0<|X-Xo|<d = |Cc-cCc|<e.

remarques: - en général 6 dépend de ¢ et de Xo (e plus petit on prend ¢, le plus petit il faut prendre ).
- lavaleur x = X est exclue de I’ ensemble des nombres x pour lesquelson a

I'inégalité | f(x) - | |<e.

Théoremel : Lalimite¢ est unique.
e démonstration :
82 Limitesinfinieset al’infini
o Soit unefonction f et Dr son domaine de définition.

Définitions3 : Soit unefonction f , un nombre X adhérent de Dr . On dit que:
JLTO f(x) =+o0 ss VA>0, 36>0tel que | X - Xo|<d = f(X) > A ;
lerD f(X) =-c0 ssi VA>0, 36>0tel que | X - Xo|<d = f(X) <-A;
XILT:f(X) ={¢ss Ve>0,3B>0tel que x>B = [f(X) - €| <¢;
XIiﬁrpoof (X)=€ssi Ve>0,3B>0tel que x<-B=[f(X) -€|<e;
XILrEOf (X) =40 ss VA>0,3B>0tel que x>B = f(x) > A..
(idem pour XILTmf(X) =-00, XIi%rpcof(x) =+, XIi%rpcof (X) =-0 ).

o exemples
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83 Limites adroite, limites a gauche

o Soit unefonction f et Ds son domaine de définition.

Définitions4 : Soit une fonction f , un nombre X, adhérent de Dr et un nombre réel ¢ .
On dit quelafonction f admet lalimite a droite € pour x tendant vers Xo Si
Ve>0, 36>0tel que Xo<X<Xo +8 = |f(X) - €|<e . Onnote lim f(x)=¢.

Soit une fonction f , un nombre xo adhérent de Ds et un nombreréel € .
On dit que lafonction f admet la limite & gauche € pour x tendant vers xo S

Ve>0, 36>0tel que Xo -8 <X <Xg = |f(X) - €|<e . Onnote lim f(x)=¢.
X

—Xp
<

o exemples

84 Propositions sur les limitesfinies

a Définitions5 : Soit f et g deux fonctions et leurs domaines de définition respectifs Ds et Dy .

L'application f+g: DrnDgy —» R se nomme fonction sommedefetg.
x = (f+g)() =f(x)+9(x)

L’ application Af: Dr > R se nomme fonction produit def par A .
X — (Af)(X) = Af(X)

L’ application f-g: Dfn Dy - R se nomme fonction produit def et g.
x = (fgX) =) -9(x)

L'application f": Dr > R se nomme fonction puissance def .

X (09 =[]
L’ application f— . DinDgn{xeRjg(xX)=0} — R se nomme fonction quotient def etg.
g

X - 1:—(x) :m
g 9(x)
L'application gof:{xeR |xeDsetf(x)eDg} — R se nomme fonction composée def et g.

X = (goh)(x) = glf(x)]

0 Théoreme2 : Sif et gadmettent chacune unelimite en xo, alors lim (f + g)(x) = lim f(x)+ lim g(x)

e remarques : - Ondémontre par récurrence que pour la somme, cette propriété s étend aun
nombre quel conque de fonctions

-s limf(x)=¢,dors XIir)r(1[f(x)-£] =0, car XIir)r(1[f(x)-£] = XIir)r(1[f(x)+ (-e)) =

X=X

limf(x)+ lim (-¢)=¢+(-€)=0.

0 Théoreme3 : Sif admet unelimiteen Xo, dors lim (Af)(x) =A - lim f(x)
X = Xg X—>Xg

o Lemmel . Lorsgue x tend vers xo, Si I'un des facteurs d’ une fonction produit a pour limite O et que |’ autre
reste en valeur absolue strictement inférieur a un nombre réel, ce produit tend vers 0 .
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o Théoreme4 : Sif et gadmettent chacune unelimiteen xo, alors lim (f - g)(x) = lim f(x)- lim g(x)
X = Xq X—=Xq X—=Xg
e remarque On démontre par récurrence que cette propriété s étend a un nombre quel conque de fonctions.
n
En particulier : YneIN", lim f"(x) = ( lim f(x)J
X—Xq X—Xq
a Théoréme5 : S f admettant une limite en x est telle que 8t est définie pour neIN"-{ 1},
dors lim Vf(x)= [ lim f(x).
X = Xg X—>Xg
o Lemme2 . Lorsque x tend vers Xo, Si le numérateur d’ une fonction quotient a pour limite O et que le
dénominateur reste en valeur absolue supérieur a un nombre réel positif non nul,
ce quotient tend vers 0.
a Théoréme6 : S fet gadmettent chacune une limite en Xo, lalimite de g étant différente de O,
lim f(x)
) f X —Xg
dors lim —(x)= ————.
x—>x%o g lim g(x)
X—Xg
® remarque : Tous ces théorémes s appliquent aussi pour les limites adroite et & gauche.

85 Calcul deslimites des fonctions élémentaires

Fonction identité : f(x) =x lim x = x
X —Xg 0
En effet, Ve>0, 36>0tel que 0 <|X - Xo|<d = | f(X) —Xo | = | X — Xo | < € en prenant d=¢.
Fonction monome: f(x) = ax" lim ax" = ax"
X—Xg 0
n
En effet, lim ax" =a|im(x”)=a. lim x| =ax"
X—>Xg X—>Xg X > X 0
0
. A i _ n n-1 n-2 1
Fonction polyndme : f(x)=aX +ax +aXx +--+a X +4a,
dors [limf(x) =ax"+ax" trax""%+..4a x +a
X—Xq 0 0 10 2 0 n-1 0 n

En effet, il suffit d’appliquer le théoréme 2 et lalimite d’un monéme.

Fonction irrationnelle: cf. lethéoreme5.

Fonction fractionnaire: cf. lethéoréme6 .

remarque

Tous ces résultats s appliquent aussi pour les limites a droite et a gauche.
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86 Propositions sur leslimitesinfinies

o Théoréme7 : S fet gadmettent chacune une limitefinie, lalimite de g éant différente de O,
lorsque | x | tend vers +oo , adors

| Eim (f +g)(x)=‘ Eim f(x)+‘ ‘Iim a(x)

Jim (AF)0) =2+ lim £(x)

‘Xfim (f-9)(x)= ‘Xfim f(x)-‘x‘lim g(x)

Jim £(9
f X| >+

[im —(X)= —— et lim g(x)#0.
\x\a+ocg( ) | ‘||m g(X) ‘X‘*)Jroog( )

e remarque: On peut voir, dansladémonstration du théoréme 7, que les raisonnements sont analogues pour les
limites en Xo ou les limites pour +w .
Aussi, dans les théorémes suivants, on omet parfois de le préciser.

a Théoréme8 : S dansunefonction somme I’ une des fonctions a pour limite +oo ( resp. -0 ) et I’ autre est
bornée inférieurement ( resp. bornée supérieurement ), alors la fonction somme a pour limite +oo ( resp. -« ) .

a Théoréme 9 : Si dansune fonction produit I’ une des fonctions admet une limite infinie et I autre est bornée
inférieurement en valeur absolue par un nombre réel positif non nul, alors lafonction produit
admet une limite infinie.

O Théorémel0 : Sidansunefonction quotient le dénominateur admet une limite infinie et le numérateur est
borné supérieurement en valeur absolue par un nombre réel positif, alors lafonction quotient a pour limite O .

87 Formesindéterminées ( ou indéterminations )

On peut résumer lesthéorémes précédentspar les" opérations algébriques' suivantessur leslimites:

S limf(x)=a et limg(x)=b dors  lim(f +g)(x)=a+b

S limf(x)=a et limg(x)=b aors  lim(fg)(x) = ab

S limf(x)=a et limg(x)=b (bx0) alors Iim(%j(x)zg

S limf(x)=a (a#0) et  limg(x)=0 alors |imf§(x):+oo

S limf(x)=0 et limg(x)=0 alors |im(f§](x):(gj (?) (non définie)
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Si limf (x) = +oo et limg(x)=b adors  lim(f + g)(x) = +oo

S limf(x) = - et limg(x) =b dors  lim(f +g)(x) = —o

S limf (x) = +o0 et limg(x) = +oo dors  lim(f + g)(x) = +o

S limf(x) = —o et limg(x) = -0 aors  lim(f + g)(x) = -

S limf(x) = +oo et lim g(x) = —o0 alors lim(f + g)(x) =(+0 —) (?) (non définie)
S limf(x)=a (a#0) et limg(x)| =+ dors  [lim(fg)(x)| = +oo

Si [limf (x)| = +o0 et limg(x)| =+ dors  [lim(fg)(x)| = +oo

Si [limf(x)|=0 et [lim g(x)| = +o0 alors  [lim(fg)(x)| =0 (+) (?) (non définie)
S limf(x)=a et |Iimg(x)| = 40 alors Iim[fgj(x) =0

Si [limf (x)| = +oo et limg(x) = b alors |im‘f§(x):+oo

Si [limf(x)| = +oo et [lim g(x)] = +oo aors Iim‘fg(x)::—: (?) (non définie)

Dans larecherche des limites d’ une fonction, il arrive donc des situations ou aucun des théoremes précédemment

établis ne s appliquent. On les appelle desindéterminations; il y en aquatre : % oo—o0 , 0-0 et 2.

88

o0

Compléments sur |’ éude des limites

L es théorémes présentés dans cette partie du cours complétent les précédents. Des considérations d' encadrements,
de magjoration, de minoration, permettent de ramener certaines études compliquées de limites aux cas plus simples
étudiés précédemment.

a

Théoréme 1l Soit f , g et htroisfonctions, définies ou non en xo , €t définies sur un intervalle
ouvert contenant Xo ,
s f(x)<g(x) et lim f(Xx) =+ alors lim g(x) = +o
s f(x)<gx) et lim g(x) =—w aors lim f(x) =-
X—Xg X—>Xg

s f(x)<g(x) et s lim f(x) et lim g(x) existent, aors lim f(x) < lim g(x)

Exemple:
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o Théorémel2 :  ( Théoreme desdeux gendarmes)
Soit f , g et h trois fonctions, définies ou non en Xo , et définies sur un intervalle ouvert | contenant Xo ,

s f(x) <h(x) <g(x)pourtoutx e I, etsi lim f(x)= lim g(x)=a,aors lim h(x)=a

L’existencede lim f(x)=¢ et Itin)g(t) ne suffit pas en général adéerminer lim g(f (x)).

X = Xg

Toutefois, on ales théoremes :

O Théorémel3d : 1) S lim f(x)=¢ ets deplus Iinzg(x)zg(f),alors lim g(f (X)) =¢[ lim f(x)] =g(¥)
2) Si lim f(x)=¢ ets deplusf(x) = € sur unintervalle ouvert contenant Xo,

sauf éventuellement en xo, dlors  lim g(f (x)) = Itin/jg(t)

e Exemples:

89 Limites trigonométrigues

o Théorémeld : 1) lim sin(x) =sin(xo) 2) lim cos(x) = cos(Xo)
3 1im30) g
Xx—0 X
. Exercices: 1) lim1=CX) _ 5 9) limi=Cosx) 1 4
X—0 X x—0 %2 2

Iimmzl

x—0 X
810 Continuité d’ une fonction
10.1 Définitions
e Définition 6: Soit Xo un point adhérent de Ds . Lafonction f est continueenxo s lim f (x) = f(Xo) .

X—Xg

e remarque: onadonc lim f(x)=f(X0o) < xoe Dret lim f(x)= lim f(x)et lim f(x)="f(xo) .

e Exemples:

e Définition 7: Soit Xo un point adhérent de Dy .
Lafonction f est continue adroiteenxo s lim f(x) =f(xo) .
X—Xg

Lafonction f est continue agaucheenxosi lim f(x) =f(Xo) .
X Xg

e Exemples:
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e Définition 8: Unefonction f est continue sur I'intervalle ouvert ]a ;b[
s f est continue en Xo, pour tout Xo €]a;b[.
Une fonction f est continue sur I'intervalle fermé[a;b] si f est continue sur ]a ;b[
et s f est continue adroite en aet agaucheenb .

10.2 Théorémes

o Théorémel5 :  Sifetgsontcontinuesen Xo, lesfonctionsf+g, Af , f-g et f— (si g(x0)=0)
g

sont continues en Xo .

o Théorémel6 :  Sif estcontinueen Xo et g continue en f(xg), alorsg o f est continue en Xo .

e remarque: Aveclesthéorémes 14, 15 et 16 et les théoremes sur les limites, on démontre gque les fonctions
polynémes, rationnelles, trigonométriques, racine n-iéme sont continues sur leur domaine de définition.

O Théorémel7 : Sifestcontinuesur|l’intervale[a;b], '
aorsf ([a;b]) est un intervalle fermé comprenant f(a) et f(b). f1d)
fla) -
e Corollairedu théoreme 17 :Une fonction continue sur un f(b) -1 ---t ,
intervalle fermé [a ;b] admet un maximum absolu et un fle oo

minimum absolu sur cet intervalle. 05 i :

o Théorémel8 : (delavaleur intermédiaire)
Si f est continue sur I’intervalle[a;b] , alors pour tout nombrey
compris entre f(a) et f(b), il existeun nombrec e [a;b] tel quef(c) =y .

e Corollaireduthéoreme18: Sif est continuesur I'intervalle [a;b] et s f(a) et f(b) sont de signes contraires,
alorsil existe au moins un nombre ¢ €]a;b[ tel quef(c) =0.

o Théoréme19 : Unefonction continue strictement croissante sur [a,b] est bijective dans [f(a); f(b)] . ‘

o Théoréme20 : Laréciproque d unefonction f continue et strictement croissante (resp. décroissante) dans un
intervalle est une fonction f** continue et strictement croissante (resp. décroissante) dans
I’intervalle correspondant.

Prolongement d’une fonction par continuité en un point :

e Définition 9: Lorsgu’une fonction f n'est pas définieen xo, si lim f(x)=¢ , on peut construire
X

— Xy

f(x) et x=x,
une nouvelle fonction g ains : g(x) = ou

lim f(x) et x=x,
X=X

On appelle cette fonction g la prolongée par continuité de f en Xo .
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